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^ ', Resume 

• Nous considerons une classe assez generale de systemes differentiels 

, sur le cercle avec une perturbation aleatoire d'ordre inferieur. Nous 

adoptons deux points de vue, semiclassique et haute frequence. Nous 
montrons (a) que dans la limite /i — > 0, les valeurs propres se distri- 
buent selon une loi de Weyl avec une probabilite tres proche de 1, (b) 
\ que les grandes valeurs propres se distribuent presque surement selon 

^ ■ une loi de Weyl. 

00 

• ' Abstract 

cn ^ 

, We consider quite general differential operators on the circle with 

^ \ a small random lower order perturbation. We embrace two points 

a view, the semiclassical and the high energy limits. We show (a) 
... in the semiclassical limit, that the eigenvalues inside a subdomain of 

r\ \ the pseudospectrum are distributed according to a Weyl law with a 

■ probability close to 1, (b) that the large eigenvalues obey a Weyl law 

almost surely. 
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Introduction 





Les constructions de quasimode de E.B. Davies |3j, M. Zworski [21] et 
d'autres O [15] impliquent que les operateurs /i-pseudodifferentiels non-auto- 
adjoints ont, en general, la norme de la resolvante qui est tres grande lorsque 
le parametre spectral z se deplace a I'interieur de I'image du symbole princi- 
pal. Dit autrement, le spectre est tres instable sous petites perturbations. Une 
question naturelle est de comprendre comment les valeurs propres bougent 
quand I'operateur est perturbe. 

Dans [TT], M. Hager considere certaines classes d'operateurs pseudodifferen- 
tiels semiclassiques P sur M, incluant les operateurs different iels, et des petites 
perturbations aleatoires multiplicatives 6Quj, oh S est un petit parametre. 
Soit un domaine T CC C avec une frontiere lisse, on suppose que p~^{z) est 
une collection finie de points pour z dans T et pour lequel {p,p}{p) 7^ si 
p G p~^(T). Sous des hypotheses additionnelles, Hager a montre qu'avec une 
probabilite qui tend vers 1 lorsque h ^ 0, pour 6 = e""/^, les valeurs propres 
de I'operateur perturbe se distribuent selon une Loi de Weyl dans F, ce qui 
etait deja bien connu dans le cas autoadjoint, 

|#KP + <5gjnr)--l-voi(p-i(r))|<^ h^o. (i.i) 

La demonstration de ce resultat repose sur la construction d'un probleme 
de Grushin pour P grace a la non-annulation du crochet de Poisson {p,p}. 
EUe montre ensuite que le probleme reste bien pose pour I'operateur perturbe, 
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reduisant alors I'analyse spectrale a I'etude des zeros d'une fonction. Apres 
avoir trouve une fonction holomorphe avec les memes zeros, elle retrouve le 
volume symplectique en rappelant un theoreme de comptage des zeros de 
fonctions analytique. 

Mentionnons que M. Hager, J. Sjostrand ont etendu ce resultat au cas des 
operateurs sur M" [12], et que J. Sjostrand I'a lui etendu au cas des varietes 
compactes 

Dans ce travail, nous allons etudier des systemes elliptiques d'operateurs 
differentiels sur avec des perturbations aleatoires. En adaptant des tech- 
niques d'Hager [TT] nous allons d'abord etablir une loi de Weyl avec une 
probabilite proche de 1 dans le cas semiclassique avec des petites perturba- 
tions. Ensuite dans le cas non-semiclassique {h = 1) nous montrerons que les 
grandes valeurs propres se distribuent presque surement selon la loi de Weyl. 

Remerciements. Ce travail fait partie de la these preparee sous la direction 
de J. Sjostrand. L'auteur tient aussi a remercier M. Zworski pour son acceuil 
et des discussions tres utiles lors de son sejour a Berkeley. 



2 Enonce des resultats 

Asymptotique semiclassique. Considerons I'operateur differentiel non- 

autoadjoint dans L^(S'"'^,C") 

P{h)=Y,M^;h){hD,r, he {0,1], D, = -^^, (2.1) 

Oil chaque Aa est une matrice n x n complexe dependant de maniere C°° de 
X, et admettant la repesentation asymptotique dans C°°{S^), 

Aa{x;h) Aaflix) + hA^^i{x) + h^Aa,2{x) + . . . , h ^ 0. (2.2) 

Le domaine de definition 'D{P) choisi pour P est I'espace de Sobolev 
semiclassique H'^{S^ defini par 

\ue L\S\C^y, \\u\\l^^ = J2 UhD^Tuf < oo I . (2.3) 

Le symbole principal semiclassique de P est donne par 

p{x, := ^".o(x)r, {x, e T*S\ (2.4) 
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Hypothese 2.1 On suppose que P est elliptique (au sens ou detA^ o 
s'annule pas). 

Nous notons I'ensemble des valeurs propres du symbole principal p par 
^(P) = U cr(p(s,0), := spectre de p(a;,0- (2.5) 

Proposition 2.2 Sous I'hypothese precedente, pour tous z, P — z : 'D{P) 
L'^{S^) est un operateur de Fredholm d'indice zero. 

Preuve. II est connu qu'un operateur elliptique sur une variete compacte 
(ici S^) est de Fredholm. Apres multiplication par A^, on est ramene au 
cas oil Am = I- Puis, en utilisant I'invariance de I'indice de Fredholm par 
deformation elliptique, on obtient que I'indice de P — z est egal a celui de 
[hD)"^] les termes de degre inferieur ont ete ecrases. Pour finir, il est clair 
que I'indice de [hD)"^ est zero. □ 

En particulier, s'il existe un point zq pour lequel la resolvante (P — zq)'^ 
existe (ce qui est toujours le cas si 7^ C), alors nous trouvons que le 
spectre est discret dans C. En effet, par la theorie de Fredholm analytique, 
nous Savons que pour un operateur A d'indice zero, dont le spectre n'est pas 
egal a C, alors le spectre consiste en des valeurs propres discretes. 

Pour z fixe, qz{x,^) designe, dans la suite, le determinant de p{x,^) — z. 
Nous definissons I'ensemble 

$ = G S : 3(x,0 e T*S^ avec z G cr{p{x,0) et {g.,g.}(x,0 = 0} 

(2.6) 

oil {•, •} designe le crochet de Poisson. S, $ sont fermes et A{p) := S \ $ est 
un ensemble ouvert. 

Nous montrerons, dans la proposition 13. 3[ que I'image reciproque de zero 
par qz pour z donne dans A{p), est un ensemble de la forme 

yz G A{p), q:\0) = {p^4z),f^_{z), J = 1, . . .,f3{z)} (2.7) 

oil P{z) < 00 est localement constant, et 

±^te,gj(p±) >0. (2.8) 

Ce qui implique que Vz G A(p), j = 1, . . . , /?, 

3e{ = e{{x,z;h) eS, \\e{\\ = 1, ||(P-z)e^+|| = C(/i°°), 
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e\. est une solution BKW concentree pres de et 

3ei^e{{x,z;h) e 5, ||ei|| = 1, \\{P - z)*e{\\ ^ 0{h^), 
ei_ est une solution BKW concentree pres de fxL. 

Hypothese 2.3 Soit fl CC A(p) et connexe. On demande que pour tout 

z efi, 

p>:^{z) = ix^iz),e±iz)), x^^x\3^k. (2.9) 

Comme P''^{z) ^ on a ncccssairement ^ ou ^-L ^ 0. 

Soit {Ai,A,F) un espace de probabilite. Q^^ est un opcrateur differentiel 
d'ordre inferieur a P de L'^{S^) dans lui-meme, de domaine dense, 

Qa, = ^)(^^^)"' < ao < ai < m - 1. (2.10) 

Ici Qa est une matrice n x n ou chaque element est une serie de Fourier 
aleatoire, c'est a dire 

Q'^(^)-J2^,k^- (2-11) 
On adopte Thypothese suivante sur les variables aleatoires q^J'f^. 

Hypothese 2.4 Les coefficients de Fourier q^^\ sont des variables aleatoires 

(pour faire court v. a.) complexes independantes de loi J\f{0, {a^ff,)"^). La va- 
riance peut dependre de h. Pour tout i,j, et a 

<k < Cik)-", (2.12) 
et pour a — ai, nous avons pour tout i,j 

> (2-13) 

oil les constantes C* > et p > 1 sont independantes de a,i,j et k, et ou on 
utilise la notation standard {k) — (1 + |A;p)2. 

On rappelle que X suit une loi gaussienne H{m, cx^) complexe d'esperance 
m e C et de variance cr^ > 0, si sa densite est 



-I -\z—tri\ 

^e~^, CT>0, 
5{z — m) (masse de Dirac en ^ = m), (7 = 0. 
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La propriete remarquable des v. a. gaussiennes est que la somme de deux gaus- 
siennes reste une gaussienne ou les esperances et les variances s'additionnent 
respectivement. 

Sous ces conditions, Q^j est presque surement (p.s.) borne comme operateur 
de H'^ dans . Ce fait decoule du resultat suivant concernant la regularite 
des fonctions Q'^J[x) : 

Proposition 2.5 Sous I'hypothese precedente, pour chaque <y,i,j, Ql^^{x) 
represente p.s. une fonction continue. 

Preuve. II suffit de remarquer, grace a I'inegalite de Markov, que 

feez fcez 

oil X suit une loi gaussienne standard Af{0, 1). On fait ensuite tendre t vers 
I'infini pour voir que la serie aleatoire (12.91) converge normalement presque 
surement, d'oii la continuite. □ 

lis existent des resultats tres fins concernant la regularite, I'irregularite 
des series de Fourier aleatoires gaussiennes, voir 

Nous introduisons, pour (x, ^) G T*S^ et T CC C donne, le nombre de 
valeurs propres de p{x,^) dans F par 

mr(x,0 :=#(a(p(x,0)nF). (2.14) 

Nous nous proposons alors d'etablir le resultat suivant : 

Theoreme 2.6 Supposons admis les hupotheses \2. 1\ l27^ et \2.4\ SoitV CC Vt 
un ouvert d bord par morceaux. On entend par par morceaux, une 
courbe j : —>■ C continue, et, en dehors d'un nombre fini de points 
ai, a2, . . . , et pour lequel V angle forme par la derivees a droite et a gauche 
aux points anguleux aj est non nul. Soient 71 > 0, A^^o > 0. Soit (3 la valeur 
constante de (3{z) sur la composante connexe de A(p) contenant Vl. Alors il 
existe une constante positive C telle que pour tout 

h^" < 6 hP+^'+^ , (2.15) 

le spectre de P — 6Q^ est discret, et, le nombre N{P — 6Q^,T) de valeurs 
propres de P — 6Q^ dans F satisfait 



1 ff 

\N{P - 6Q^, F) - — - / / mr(x, dxd^\ < C- 



2nhJJ ' ^' - h 

avec une probabilite 

>1-C / 
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Notons que lorsque ai = = 0, nous nous trouvons dans la situation 
d'une perturbation multiplicative aleatoire. Nous donnerons au theoreme 18.71 
une version de la loi de Weyl pour une famille Q de domaine F dans Q. 



Asymptotique des grandes valeurs propres. Soit I'operateur differentiel 
non-autoadjoint dans L^(S'^,C") 

P=J2M^)D:, A^ix)eC'^iS'). (2.16) 

a<m, 

Le domaine de definition naturel est I'espace de Sobolev H"^{S^, C"). On 
impose comme precedemment une hypothese d'ellipticite 

detA^{x)^0, xeS\ (2.17) 

rendant I'operateur P — z de Fredholm d'indice zero pour tout z. En parti- 
culier, si P — z est bijectif pour au moins une valeur de z, et nous trouvons 
done que le spectre de P est discret. Le symbole principal classique de P 
est Pm{x,^) := Ajn{x)C,"^, et nous designons par S(j9m) I'ensemble des valeurs 
propres de p^, c'est a dire 

^{Pm)= U ^(P™(x,0)- (2.18) 

(a',c)eT*s'i 

Notons que si T,{pm) 7^ C, alors pour tons z ^ T,{pm), P ~ z est bijectif. 

Pour z donne, on ecrit qm,z{x,C,) pour det{pm{x,^) — z). Nous introduisons 
ensuite I'ensemble, 

$ = {2; G S, 3(x,0 e T*S^ avec z G a{pmix,^)) et {qm,z,qm,z}ix,^) = 0}. 

(2.19) 

Nous utilisons la perturbation, 

= Yl Qo.{x)D'^, < ao < ai < m - 1, (2.20) 

Oil cliaque est une serie de Fourier aleatoire 



Qc.{x) = ^q'^^^kix) 



Nous supposons de plus que les coefficients q^\ verifient I'hypotliese 12. 4[ La 
proposition 12.51 nous dit alors que Q^j est un operateur differentiel dont les 
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monomes sont p.s. continus. De plus, puisque P et P — ont le meme 
symbole principal, alors p.s. P — est un operateur de Fredholm d'indice 
zero. 

Nous sommes interesses ici par la distribution des grandes valeurs propres 
de P — Qu) dans les dilates de profil conique inclus dans A{pm) := S \ $ (qui 
est un cone du fait de Fhomegeneite du symbole principal). Choisissons, fl, 
un cone ouvert connexe dans A{pm)- 

Pour z fixe dans A{pm), Timage reciproque de zero par qm^z est un en- 
semble de la forme 

Vz e A(p^), q-]M = {p^+(2;), pi(z), J = 1, . . . , f3{z)} (2.21) 

oil P{z) < oo est constant sur chaque composante connexe de A(pm), et 

± Yi^(lm,z, qm,z}{p±) > 0. (2.22) 

On fait alors I'liypothese suivante : 
Hypothese 2.7 On demande que pour tout z 

pi(z) = (x^-(z),e4(^)), x^^x\3^k. (2.23) 
Soit el et el tel que 

A{Pm) = {re*^; r>0,e°^<e< ^°}. 

Prenons 6*1, 6*2 g]6'?,6'^[, avec 6*1 < 6*2, et g,h e C2([6'i, 6*2], M+) satisfaisant 
h < g. Nous introduisons alors I'ensemble 

n DD re,,e,{h,9) ■= {re'', e, < 6 < 6^, h{e) < r < g{e)}. (2.24) 

Pour 6'i,6'2 fixes on ecrira parfois r{h,g) a la place Tg^^e^iji, g). Nous notons 
pour tout (x, e T*S^ et F C C 

mr(x,0 :=#(a(p„(x,0)nr). (2.25) 

Notre resultat principal est le suivant : 

Theoreme 2.8 Soit Vt un cone connexe dans A{pm)- On suppose que I'hy- 
pothese d'ellipticite est satisfaite et \2.4\ sont verifiees. Sim — ai—p — \ > 
0, alors il existe C > Q et M d M. avec P(M) = 1 tels que le spectre de P—Quj 
est discret, etWcu & M le nombre N{P — Q^, Ar(0,5')) de valeurs propres de 
P — Qu} dans \r{0,g) CC fl satisfait 

VA > 0, 

\N{P-Q^,XT{0,g)-^ [[ m,rio,g){x,Odxd^\<Ciu) + C\'^^^^^Vh[\. 
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Pour le cas m = 2, le theoreme n'est verifie que pour des perturbations 
multiplicatives avec 1 < p < |. 

Rappel et notations. Precisons au prealable quelques notations, qui nous 
servirons par la suite. Soit m une fonction sur M de type (^)^, oil £ G M et f2 
un ouvert de M?. On introduit la classe S{Q, m; C""^") des symboles matriciels 
sur Q 

{A{x,0 eC°°(fi,C"^"); Vi,j, Va,/3 G N, 3C > t.q. (2.26) 

\d:d^^A,{x,0\<Cm{0, (x,Oe^}- 

Pour des symboles A{x,C,; h) dependants de h, nous disons que A G S{m) 
si A{.] h) est uniformement bornee dans S{m) quand h G (0, 1]. 

Pour A; G M, on pose S^{Sl,m) = h-^S{Sl,m) et S-'^iSl) = {^S^iSl.m). 

Soient A,Aj G S{n,m) j > 0. Si ViV G N A{x; h) - Y.k<N ^ii^'^ h)h^ ^ 
S~^^~^^\^l,m), On ecrira alors A ~ Yl'jLo^j^'' ■ 

Si A et i? ont la meme representation asymptotique alors A — B ^ 
^-°°(^],m). 

Si Aj G S{m),i > alors il existe A G S{m) tel que A ~ ^Ajh^. 

Un symbole A G est dit classique si A ~ Yl^j^''^ fonctions ma- 
tricielles Aj etant independantes de h. Aq est denomme le symbole principal 
de A. La classe des symboles classiques est notee S'c;(f2,m). 

Proposition 2.9 L'application hilineaire 

^(M^mi) X S(M^m2) ^(M^mlm2) 

ou 

A.i^A^ = et'^(^-^^^^-^''Mi(a;,e;/.)A2(2/,r/;/i)|,=.,,=e (2.27) 
est continue. De plus, nous avons la representation asymptotique 

\ f h \^ 

{A,i^A2) {x, /^) ~ 5^ ^ ( D^; Dy, D,) A,{x, 0^2(1/, n) 

fc>o ■ ^ ^ 

(2.28) 

Grace a fl2.28p . il est possible de definir une composition pour les symboles 
definis sur fi, S{VL,mi) x 5'(r2,m2) — > ^(fi, mim2)/S'^°°(r2, mim2). 
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Proposition 2.10 Soit A{x,^] h) G Sci{^,rn), les trois conditions suivantes 
sont equivalentes, 

i) Aq est inversible pour chaque (x,^) E et verifie Aq^ = 0{—). 



a) Aq est inversible pour chaque (x,^) E et verifie A^^ E S{ 



m 



Hi) 3B E S{m ^) tel que 

A4fB ~ 1 dans S{n, 1) 
BifA ~ 1 dans 

Un symbole qui verifie i) est dit elliptique (au sens semiclassique) . 

Lorsque = M^, on associe k A E S{m) un operateur pseudodifferentiel 
A"" continue de 5" 5" et de {S'Y ^ {S'Y, defini par 

A-u{x) ■■=^11 e^^^^-y^^A{^y,Ou{y) dyd^ (2.29) 

Nous avons A^ = (^i^)i<j,j<n- Si Ai E S(M.'^, rrii) alors nous avons la formule 
de composition A'^A^ = (Ai#A2)'" : 5" 5", (5')" ^ {S'T- 

Theoreme 2.11 Si A E S{M.'^,1), alors A"" : L2(R,C") L2(R,C") est 
bornee, et sa norme est majoree par une constante independante de h. 

Lemme 2.12 Soit A E Sdi^"^ ,m), Aij ~ J2k>o^''Aij,k, introduisons 



SuppAi := y suppAjj-fe. 



k 



Prenons x ^ Co°(l^ )> independant de h alors 

Vz, J, SuppA,, n suppx = ^ ||(A#x)"||l2{rhl2(m) = 0{h'^). 

Dans le cas scalaire, on pourra aussi consulter [6], [7], et dans le cas ma- 
triciel P, [1]. 



3 Quasimodes 

On se place dans le cadre semiclassique, on etudie I'operateur differentiel 
elliptique (Hypothese 12. ip non-autoadjoint dans L^(S'^,C"'), defini dans I'in- 
troduction. 

Si Zq une valeur propre simple de p{xo,^o), on (xc^o) ^ T*S^, alors il 
existe un voisinage U C T*S^ de (xo,^o) une fonction C°°, \ : U — > C, tel 
que A(x, ^) soit une valeur propre simple de p{x,^) pour V(x, ^) E U, verifiant 
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Proposition 3.1 Soit zq une valeur propre simple de p{xo,C,o), ou {xq,S,q) G 
T*S^, alors nous avons I' equivalence 

1 1 - 

— {g(.,zo),g(-,2;o)}(a;o,^o) > — {A, A}(xo, ^o) > 0. 

Preuve. g(x, ^, z) se met sous la forme g{x, ^, z){z — A(x, ^)), ou g{x, ^, est 
polynomiale en z et ne s'annule pas au point (xq, ■Co; -^o)- H faut ensuite remar- 
quer que si a(x,^) = 6(x,^)c(x,^) et verifie au point po = (a^cCo), a(po) = 
c(po) = et &(po) 7^ 0, alors 

^{a,a}(po) = |6(po)P^{c,c}(po). 

□ 



Proposition 3.2 Soit zq G o'{p{po)), 
(a) si dimJ\f{p{po) — zq) >2 alors 



2i 



{q{.,Zo),q{.,Zo)}{po) 



0. 



(b) si dimA/'(p(zo) ~ -^o) = 1 alors il existe des matrices tq.sq inversibles 
telles que rQ^(p{pQ) — zq)so admet comme valeur propre simple. 

Preuve. (a) Pour une base convenable de C", les deux premiere colonnes de 
la matrice p(po)— s'annulent. On voit done que det(p(p)— 2:0) = (9(|p— poP). 
(b) Soit ci, . . . une base telle que (p(po) — 2o)ei = 0. Soit 



/2 = {p{po) - Zo)e2 

fn = (P(P0) - Zo)en 

et /i tel que soit une base. Alors pour les bases ei, 

/i, . . . , /„ la matrice de p(po) — Zq devient 

/ ... \ 

1 



(3.1: 



; 6t 



v 



(3.2) 



II existe done deux matrices de passage tq, sq pour lesquelles Tq ^{p{po)—zo)so 
s'ecrit comme dans (13.21) . □ 
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Soit z donne dans S \ $, I'image reciproque de par ^ est donne par 
C'(0) = {p\{z)JM\ i = 1, ■ ■ ■ , J" = 1, ■ ■ ■ , l{z)) (3.3) 

avec 

±l{g(.,z),^(.,z)}(p±)>0. (3.4) 

Proposition 3.3 a) Pour chaque z G S \ $, nous avons P{z),'j{z) < +oo. 

b) Pour tout 2; e E \ nous avons (5{z) — ^{z). 

c) Si -21,-22 appartiennent d une meme composante connexe c?e E \ alors 

P{ZI)^P{Z2). 

Preuve. Pour a) et c) c'est clair. zq etant fixe, on prend q{x,$,) = q{x, ^, Zq). 
On suppose pour se fixer les idees que g(0, .^) 7^ 0, V.^ G M : il n'y a done pas 
de points ou p_ au dessus de 0. Nous coupons le cercle ~ ]R/27rZ, pour 
identifier, avec I'application (x,^) 1— >• (Re'u;,Im'u;), le tube (5'^\{0}) x {|^| < 
C} a un rectangle K de C. Concretement, nous pouvons ecrire 

dK^{i = -C, X G [0, 27r]} U{x = 27r, \i\ <C}U{i = C,xe [0, 27r]} 

" V ' " V ' " V ' 

71 72 73 

U ix = Q,\^^\<Cl . 

74 

Puis nous calculous la variation de I'argument de q le long de la frontiere 
de K dans le sens positif. Premierement, puisque pour ^ assez grand, il existe 
M > tel que q{x,^) = a{x)^^^ + C(^*^^^), nous voyons que pour C assez 
grand 

vararg^^ q = vararg^i a{x) 
= -vararg^g q. 

Deuxiemement, comme q{x, ^) = q{x + 27r, ^), nous avons 

var arg^2 ? + var arg,^^ 5 = 0. 

Nous avons done montre que la variation de Fargument de q le long de 
dK est nuUe. Apres une deformation de contour, nous pouvons aussi ecrire, 
pour e assez petit, que 

vararga^g(a;,0 = Yl ^^r arga^(^ g(a;, 0- (3.5) 

2eg-i(0) 

On conclut alors avec le lemme qui suit : 
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Lemme 3.4 Soit q{z) une fonction sur C = M^. + iMg, et dans un voisi- 
nage de 0. Si 

g(0) = 0, ±^{g, g}(0) := ±^(%<9,g - d^qd^qM > 0, (3.6) 
alors pour e assez petit var argg^^Q^^-j q{z) = =l=27r. 

Preuve. On fait un developpement de Taylor de q au voisinage de zero 

q = ai^ + tx) + bi^-tx) + OiW {x, Oin, a,beC. 
Nous obtenons alors 

^{g, g}(0) = |a|2 ^{^ + tx,^- tx}{0) + \b\' ^{^ -tx,^ + tx}{0) 
= \b\^-\a\\ 

Deux cas se presentent. Si ^{q,q}{0) > alors |6| > \a\ et on voit que 
vararg q = vararg(^ — ix) = —27i. Si ^{q', ^}(0) < alors \b\ < \a\ et on a 
vararg q = vararg + ix) = +2tt. □□ 

Nous donnons maintenant un resultat d'existence de quasimode pour un 
systeme differentiel matriciel qui generalise celui etabli dans le cas scalaire 
par M. Zworski |21j . 

Proposition 3.5 Pour tout z dans et (a;o,Co) dans T*S^ avec 

z G (t{p{xo, ^o)), ^{^(•' ^(•' ^)}(3^o, ^o) > 0, 
il existe ^ u{h) G L^i^S^) tel que 

\mh) - z)um = o{hn\\um- 

De plus u{h) a la forme x{x)a{x; h)e''^^^'>^^ oil x est une troncature a support 
dans un voisinage de Xq. 

Preuve. On suppose pour commencer que zq = est une valeur propre 
simple de p{po)- On cherche a construire des solutions BKW, e^'^^^^^'^a{x; h), 
satisfaisant 

e-'^/''oPoe'^/''a = 0{h°^), (3.7) 
a{x; h) ~ ao(x) + hai{x) + ... dans C°°(5\ C"), ^ 0. 

La phase doit remplir I'equation eikonale detp{x,ip'{x)) = 0. Soit A est la 
valeur propre simple C°° de p{x,^) definie dans un voisinage de po et verifiant 
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^i^Oj^o) = 0. A est analytique en ^, et puisque d^X{po) ^ 0, on pent trouver 
une fonction ip' definie dans un voisinage de Xq, telle que X{x,ip'{x)) = = 
detp{x,ip'{x)), et ip'{xo) = ^q. 

Les termes a„ satisfont, eux, un systeme recurrentiel d'equations (les 
equations de transport). La procedure pour donner les expressions explicites 
des ttn est decrite dans ^Sj (p. 54) pour I'operateur hDr^ + A{x). Par ailleurs, 
pour le cas scalaire on pourra consulter [TT] . 

On prendra ensuite comme quasimode x'^^^'^^^ i X 6st a support com- 
pact dans un voisinage de xq. Pour la normalisation, on procede comme dans 
le cas scalaire, en remarquant que {A, A}(p)/2z > 0, ce qui entraine que 
Im ip"{xQ) > 0, voir [3]. 

Pour le cas oil Zq est une valeur propre multiple, on est ramene au cas 
d'une valeur propre simple apres composition par tq et Sq (proposition I3.2j) . 
□ 

Pour une etude plus approfondie de I'existence de quasimodes pour les 
systemes d'operateurs semiclassiques, on consultera [4|. 

4 Probleme de Grushin pour I'operateur non- 
perturbe 

Pour le probleme de Grushin, seule I'liypothese d'ellipticite est impose. 
q{x,C,,z) designe le determinant de p{x,^) — z. On se place dans le cadre 
semiclassique. Soit zq un point de A(p) = S \ $, et prenons dans q'^^(O) 
tel que 

±l{g(.,;^o),g(.,^o)}(p°±)>0. (4.1) 

Comme dq^^, dq^^ sont lineairement independant, il existe un voisinage U{zq) 
de Zq et p±{z) G C°°(f/(zo)) pour lesquel q{p±{z),z) = 0, p±{zo) = et 

±l{g(.,^),g(.,z)}(p±(;^))>0. (4.2) 

On suppose pour commencer que est une valeur propre simple de p{p^) — 
zq. Dans le cas general dim A/'(p(p^) — Zq) = 1, la proposition 13.31 montre 
qu'apres composition par tq et sq on est ramene au cas d'une valeur propre 
simple. 

Utilisant le paragraphe 3 du Ch.I de |9], on deduit qu'il existe un voisinage 
W{zq) de Zq, un voisinage V± de p± pour lesquels il existe une matrice u±{x,^) 
inversible pour chaque (x, ^) G V±, une fonction scalaire A-|-(x, ^) verifiant 

A±(p±(^)) = z, V(x,0 ^ p±{z), A±(x,0 ^ z, (4.3) 
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et une matrice (n — 1) x (n — 1), h±{x,C,), avec 

V(x,0 e Vi,Wz e W{zo), det(/i± -z)j^O, (4.4) 

tels que 

Puisque est relativement compact, u,u~^,h,p G S'(V, 1). On adapte 
ensuite un resultat du a M. Taylor [12], voir aussi [13], proposition 3.1.1, 

Proposition 4.1 Soit Q un ouvert de T*S^. Soit A G S'c^(^7, 1), dont le 
symbole principal verifie 

uAoU-^ = ^°22 ) , G s{n, 1), 

ou pour chaque (x, ^), Aq^(x, ^) ei Aq^(x, ^) ont des spectres disjoints. II existe 
alors U G Sdi^t, 1), f/^"*^ G S'd(fi, 1) verifiant 

U#U-^^1, ^-i#t/~l, = t/mod/i^d(f^,l), 
(d'ou la puissance -1) dans S{Q, 1) tels que 

111 



A- 



22 / ' 



avec Aq = A-Q . 



Dans notre cas, nous obtenons 

Corollaire 4.2 Soit P{x,C,) — z le symbole de I'operateur P — z, alors il 
existe U±, U^^, H±, et \± G Sci{V±, 1) tels que 

U±{x,C,hmP{x,0-zm^\x,^;h) ( A±(x,e;/^)-^ 



H±{x,^;h)-z 
dans S(y±, 1), ou le symbole pricipal de X± est X± et celui de H±, h±. 
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H± est elliptique au sens semiclassique, et compte tenu de la proposition 
13.21 le symbole principal X± de X± verifie pour chaque z G W{zo), 

p±{z) e Xz\z), ±l{A±,A±}(p±,2;) > 0. (4.6) 

On est ainsi ramene au cas scalaire traite dans La proposition 3.3 
de [H] montre qu'il existe un voisinage W{zo) C W{zo) de zq, un voisinage 
V± G V± contenant p±{z), z G W{zo), deux symboles q± G Sci(y±,l), et 
G Sci{nxiV±), 1) qui dependent de maniere C°° de 2; G W{zo) tels que 

K{x,^;h) -2; ~ q+{x,^,z;h)if{^ + g+{x,z;h)) dans S{V+,1), (4.7) 
A_(x, /i) - ^ ~ (e + ^7-(a;, ^; /^))#g-(a:, e, z; h) dans 5(F+, 1), (4.8) 

oil pour z G W, g±fi{xj^{z), z) = — ^+(z), et q±fi{p+{z), z) 7^ 0. est definie 
sur TTx(y+), on prolonge g± dans C°°(]R) de telle sorte que 

9±{y) = T^iy-x±), \y\>C, C±>0, (4.9) 

et aussi Im g±{y) 7^ 0, y 7^ a;±(z). 

On identifiera frequemment les intervalles de R de longueur < 2n 
a des intervalles de S^. 

Soit T± G L^(M) les solutions normalisees de 

{hD, + g+)T+ = Q 
{hD, + g^rT_=0. 

T± est de la forme h~ia±{x, z; h)eT^'^'^^^'^\ avec f±{x±,z) = 0, f'±{x±,z) = 
lmip± > 0. On note := (T±,0,...,0) G C°°(M;C"). 
Sans perte de generalite on suppose que zq est une valeur propre simple 

de p{p^) pour tout I < j < P, P etant la valeur constante de P{z) sur une 

composante connexe de S \ $. Soient 6^ C V]. des voisinages de ^^Is que 

ei n = pour j ^ fc, et 

xi e C^i^L) independants de /i, xl = 1 pres de pi{W{zo)), (4.10) 

0^ G C^{7ix{Q±)), independants de h, (p-!^ = 1 pres de 'n'x{p±iW{zo)). 

Et, soient x± ^ X± ^ C'^(64) satisfaisant x± = 1 P^es de p-!^{W (zq)) , et 
04 ^ 0± tels que 04 = 1 P^^s de 7ix{p±{W{zo)). 
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On introduit les fonctions definies sur 5*^, 

e+ = 0+(f/;i#x+)"n, U = 0+(f/;#X+)"n, (4.11) 

e- = <p-ix-i^uirr, /_ = ui'rri (4.12) 

Nous avons 

{e±J±) = l + Oih^), (4.13) 

et il existe C > 0, une constante independante de h, telle que ^ < ||e-|-||, ||/-|-|| < 
C. On normalise e± et on multiplie en consequence f± par une constante 
independante de h, pour que (14.131) reste verifier. 

Proposition 4.3 e± G L'^{S^) sont des solutions BKW normalisees, 

||(P-z)e+|U2(5i),||(P-^)*e_|U2(5i) = 0(/i°°). (4.14) 

De plus, e± admet une expression de la forme 

ei'^+(^'^)4(x, z- h) + r(x; h), /± G M„,i, (4.15) 

ou /^(x, h) est d support compact et admet un developpement en puissances 
de h, localement uniformement en x dans C°°{S^), 

r{x, z- h) ~ h-^/^r^ix, z) + hl\{x, 2) + . . .) (4.16) 

oil ip± a etc introduit pour T-t, et r{x,h) verifie D'^r = 0{h^), pour tous 
a, N, uniformement en x. e± est done microlocalement concentre pres de 
{x+{z),C^+{z)). f± admet une representation similaire a e±. 

L'expression (14.151) resulte d'un resultat de Melin-Sjostrand [15] sur Tac- 
tion d'un operateur pseudodifferentiel sur une fonction BKW avec une phase 
complexe (p admettant un point critique non-degenere et verifiant Imy) > 0. 

Theoreme 4.4 Pour tout z dans W{zo), 

V=(^^^^ ^Q^- HTciS^] C") X ^ L\S'; C") x C^, 

avec 

{R+u)r.= {uJi),ueHT,, (4.17) 

R-U- := J2 /^^-' ^ (4-18) 

k 
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( 








E-+ 


)-{ 



est inversible d'inverse 
S 

oil Eo = O(^), et 

F^v^ = J2<el v^eC^, (4.19) 

k 

{G-v)k = {v,et), veL\ (4.20) 

De plus Eq ne propage les supports au sens ou si ipi,ip2 £ S{T*W, 1) d 
support disjoint avec |7r^(supp'?/')| < 2n, et pour i = 1,2, Xi{^) ~^ Xi{^) ^ 
C^{S^), avec {x; n^^ipi) = 1} C suppxi, alors 

X2i^^X2EoXii^rXi = 0{h^), dans C{L\S'), Hi{S')). 



5 Probleme de Grushin pour I'operateur per- 
turbe 

Commengons par rappeler la proposition suivante qui ameliore celle de 
[12], section 6. Pour la preuve qui simplifie celle de [T^, on consultera [2]. 

Proposition 5.1 Soit (Yi)i^z une suite de variables complexes independantes 
de loi Yi ~ Af{0, af). Si ^ af < oo, alors on a 

Vx>0, P(El^^l'>^)<^^P[^E^'-^]- 
Ici s\ = maxaf, et Cq > 0. 

Corollaire 5.2 Soit (l^i)igz ™e suite de variables complexes independantes 
de loi Yi ~ Af{0, erf). Si'Yl,o'i < oo? alors il existe Co > tel que 

Vx > 0, P(^ l^il > x) < exp 

oil II ■ lip designe la norme 
Preuve. Par Cauchy-Scliwarz 
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— ^Ikll 

2||a||oo 2||(T||oo||cr||i 




ou Yi = aiXi, Xi ~ A/'(0, 1). On utilise la proposition 15.11 pour achever la 
preuve. □ 

La norme de \\Qu;\\h;^(s'^)^l^{s'^) est majoree par 

C sup ||Q„(x)|| < C sup \\Q'ri^)\\L^, (5.1) 

ao<a<ai,xGS^ i,m,a 

Oil C, C sont des constantes strictement positives et || ■ || est une norme sur 
C" X C". 



Proposition 5.3 On suppose admis I'hypothese II existe C > tel que 
pour chaque x > 0, et < h <ti I, on ait 



n\\QjHjrAS^)-.LHs^) <x)>l- exp(C - -). (5.2) 
Qi^ est done bornee presque surement comme operateur de H^{S^) L'^{S^). 



Preuve. Majorant ||(3a"'(a;)||L°° par la somme des valeurs absolues Xlfcez 1^. 
nous avons 



a,k I ' 



n\\Q\\HrAS^)^LHs^)<x)<¥{J2 IIQ1''"(^)IIl^ < ~) (5.3) 



< p( E \& < §) 

a,£,m,k 



Nous utilisons le corollaire 15.21 (15. 3p devient alors 

^ r ^0 \ ^ £,m X^ 

^exp[- j;^2^(^. 



2 sup a^ j^ 2C2 ^ ) J2 a^ i^ 

ce qui termine la preuve puisque par hypothese 0"^ est sommable. □ 



Corollaire 5.4 On suppose que I'hypothese \2.4\ est verifiee. II existe alors 
C > tel que pour tout < h 1 

n\\Qu.\\Hs}is^)-.LHsr) < Hh-')) > 1 - Ce-^C'^")'. 

Dans la suite on travaille sous Thypothese 12.41 
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Proposition 5.5 Soit 6 j/h un parametre de perturbation et Zq dans 
E \ // existe un voisinage W{zo) de Zq inclus dans E \ $ tel que avec une 
probabilite 



pour tout z dans W{zo), 
est continu H^{S^) x ^ L'^{S^) x et admet un inverse de la forme 



P-z-SQ R- 
R. 



£° + w/.-M ^^^^ ^^7^^ 



(5.5) 



Preuve. Nous avons = 1 — A' ou 

X = 



5QE SQE^ 


II existe C > tel que avec une probabilite superieure a 1 — Ce~^^^^^^'^ 
on ait ||(5||ifjg-*L2 < impliquant 

lli^ll < C(5||g||p|| < 1. 

□ 

Dans la suite, on suppose que ||(5||i?'"-»L2 < ln(/i~^), et 5 -C \/h- 



6 Proprietes d'holomorphie de 

Puisque dz{VS) — 0, nous avons 

d,E_+ = -E_+{d,R+)E+ - E_{d,R_)E_+. (6.1) 

Done, grace a la cyclicite de la trace, nous obtenons 

a^det£;_+ = tr{{dsE_+)Ezl) detE_+ (6.2) 
= -tT{{dsR+)E+ + E_{dsR-)) detE_+ (6.3) 
=: -ko{z) det E_+{z). 
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Des lors, si on choisit une solution de ['equation 

rdsk = ko, Uz) = - I '^^dRez'dlmz' (6.4) 

dans un voisinage de W{zq), nous obtenons une fonction e''°^^detE |_ holo- 

morphe avec les memes zeros que det_E'_+ dans W{zq). 

Proposition 6.1 ARe/o(-2), defini sur W{zq), est strictement sousharmo- 
nique et 

(ARe Iq{z) + 0{h)) dRe z^d\mz= ^ {d^_ A dxL - d^{ A dx^^). (6.5) 

l<j</3 



Dans pjj, Hager utilise des arguments geometriques pour demontrer ce 
resultat. Nous proposons ici une preuve directe. 
Preuve. Rappelons A := 4:dzdz- Nous avons montre que 

i^g/o = ko{z) = {{d-zR+)E+),,, + {E_{d,R^))j, (6.6) 
i<i</3 

= J](ei,9,/i) + (9,/i,ei) + 0{h^). (6.7) 

3 

Nous avons 

(e+, = (e+, t{dz^+){x, z) U) + 0{h). 

Puisque (e+,/+) = 1 + 0{h°°), alors le lemme de la phase stationnaire im- 
plique que 

(e+, dj+) = -i {dz^+){x+{z), z) + 0{h). 
De meme, on montre que 

(Sj/., e_)i2(K) = i((9j(^_)(a;„(z), z) + 0{h). 

II ne reste alors plus qu'a acliever la preuve avec le lemme suivant. 

Lemme 6.2 Soit <^+(x, z) dans C°°(]R x C) et verifiant pour tous z 

V+{x+{z), z) = 0, {d,^+){x+{z),z) = i+{z) e M, (6.8) 

A+(x+,e+)-2: = 0, (6.9) 

alors pour tout z, 

Alm-^ ({dz(p+){x+{z), zn (z) dRez A dlmz = A dx+. (6.10) 
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Preuve. (On a un lemme similaire avec Rappelons que 

dz A dz = dRe z A dlmz. (6.11) 

Commengons par remarquer que, avec A = A_|_ (Pour simplifier, on n'ecrira 
pas rindice dans ) 



a; a^ \ / \ f 1 



(6.12) 



C'est a dire apres inversion de la matrice carree dont le determinant est 
{A, A}, 



1 / A^ -^n ( M = ( ^-^+ 



{A,A} V -a; a; ; V ; v ^.i. 

Nous en tirons les relations suivantes, 



(6.13) 



5.x, = ^A^, 5.-. = -^A^, (6.14) 



^.e.^-^AL, U.-^^K. (6.15) 
De I'equation A(x, ^'^{x, z)) — z = i\ vient 

A^(a;, v'A^, z))ipl-^{x, z) = 0, soit y?"^^- = 0, (6.16) 

et 

= A;(x, if',) + A^(x, <^'J<,, soit <, = -^(x, if',). (6.17) 

A? 

Nous sommes maintenant en mesure de demontrer I'egalite f l6.10p . Nous 
avons facilement 

M{z) := Im ^ (jd:^)ix+iz), z)^ (z) = -Im ^ (^id^^){x+{z), z)^ (z) 

= {f'x,zi^+' ^) ^2^+ + ^)) 

et, aussi sous I'hypothese y9(x+,2;) = 0, 

9j(^(x+, z)) =(p'^{x+, z) d2X+ + ip'^{x+, z) = 0, 
d^ds{(p{x+, z)) =(p'^{x+, z) d^d^x+ + V5",^(x+, z) dsx+ + (p"^^{x+, z) \d^x+\^ 
+ ^x,zi^+i z) d,x+ + ifls{x+, z). 
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Par hypothese, le terme est reel. Et done, regroupant 

tout ce qui precede, nous obtenons 

M{z) =Im {!f'^^^{x+,z)d,x+) + \d,x+\^ Im !f'^^^{x+,z) 

^-ra'" (t) ^ "K^'" '^''^ 

1 {A, A} {A, A} -1 



|{A,A}|2 2i {A,A}2 2i 2i{A,A}' 

car I {A, A}p = —{A, A}^. Le cote gauche de fl6.10p = -^—^dRez Adlmz. Pour 
finir, un calcul direct, au moyen de (16.141) et fl6.15p . donne dC,+ A dx+ = 
jYx}dz A dz. □□ 

Pour le probleme perturbe, nous avons 

d^detEi^ = -tT{{d,R+)El + Ei{d,R^)) det Et+ (6.18) 
= : -k\z) detEi^. 

Alors, grace a la proposition 15.51 et au fait que H^^e+H, H^^e^H = 0{l/h), 
nous obtenons 



On suppose mamtenant que o < j^^^^-n^- 
Proposition 6.3 Soit une solution de I'equation \dzl^ = k^, 

l\z) = - ! -^rfRe/dW, 

^ Jw(zo) Z - Z' 

rendant e^^ /^E^_^ holomorphe, alors — /"I = InQi'"^) 0{-^). 
Preuve. Nous avons : 

{l'-f){z) = - I i^-Z^!MrfRe^'rf W (6.19) 

Jw{zo) Z - Z' 



\{l' - f){z)\ < h\\k' - k'^WLoot^wiz,)) L -^dRez'dlmz' (6.20) 



□ 
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7 Estimation de la probabilite que det Et+ soit 
petit 

Ici zq ^VL impliquant que rhypothese l2.6l est verifiee pour tout z G W{zq). 
Si on se restreint a \\Q\\ < \Yi{h^^)^ on sait alors que E^_j_ s'ecrit 

E_+ + E_Q^E+ + E.Q^ i E{Q^Ey ] Q^E+, (7.1) 

\i>o / 

ou := 5Q. Le terme entre parentheses, que Ton designe par E, est 
0{l/\/h). Nous introduisons les operateurs E^. par = v+e\. si f+ G C, 

et E-!_v = {v,ei_) si f G L^{S^,C^). On trouve alors 



detEi^ = J2 n {{Q'el^'\ei)isignin)) + EtQ'EQ'E] 



+ (7.2) 



L'operateur E satisfait la condition de non propagation du support au sens 
defini dans la proposition 14.41 Alors grace a I'hypotliese 12.31 (plus parti- 
culierement grace au fait que x+ ^ pour j ^ k) cela implique que 

detEi^ = II ((QV+,ei) + ElQ^EQ^E^) + 0(/i°°). (7.3) 

On remarque ensuite, que si 

|(QV+,ei)| > ^a:^ et \ElQ'EQ'Ei\ < ^a;^ (7.4) 
alors nous avons 

\{Q^e^+,eL)+ElQ^EQ^E{\ > xk (7.5) 

Ce qui entraine la minoration suivante (confere I'inegalite ¥{Ar\B) > F{A) + 
F{B) — 1, si A et -B sont deux evenements non-independants) 



det Et^\ >x)> F{\\Q\\ < Hh-^)) - 2(3 



+ 5^ (P(|(QV+,ei)|>|x^)+P(|EiQ^EQ^Ei|<ia;^)). (7.6) 
i<i</3 
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Lemme 7.1 // existe C > tel que pour tout j, 

P(||gV+|| <x) >l-Cexp{-^x'). (7.7) 
La conclusion est la mime pour \\SQ*e-'_\\. Soit 

F{\EiQ^ EQ^Eil <x)>l -Cexp{-^xVh). 
Preuve. Avec I'aide de (15.21) . nous trouvons 

P(llQII<^)>l-Cexp(-ia;^). (7.8) 

|p+ll ^ 

pour une constante C > 0. Soit C > 0, une constante satisfaisant \\E\\ < 
l/{CVh). Nous avons 

\EiQEQE'_^\ = \{EQe'^,Q*eL)\ < \\Qei\\ \\Q*ei\\ Ch'^ . 

On termine en appliquant I'inegalite citee avant (17.61) . puisque les variables 
Qe-'^et Q*ei_ ne sont pas independantes. □ 

On cherche maintenant a preciser la loi de probabilite de (Qe_|_,e_), oii 
e± = pour un j fixe. Un calcul direct de (Qe+, e_) donne 

5^(g^r(^)(/^^.)"e+,„,e_,,)= Yl qS{e,{hDXe+,m.e.,,). (7.9) 

i,m,a £,m,a,k 

Oil e± i sont les coordonnees de e± et Ck ■= -^7=. II devient alors evident que 
(Qe+, e_) suit la loi gaussienne M{0, cr^), la variance satisfaisant 

= E \{ekihD^re^,^,e.,e)\'. (7.10) 

£,m,a,k 

Reste ensuite a donner le comportement de lorsque h 0. 

Lemme 7.2 // existe C > tel que pour tout z dans W{zo), ou W{zo) 
represente I'ensemble introduit dans la proposition \5.5[ 

(a) si \k\ < ^ on a \{ek ihD^)°'e+^m, e-^e)\ = 0{h°°), 

(b) St <\k\<^ on a | (e^ (/iL'J"e+,^, e_,,) | = 0{1), 

(c) SI \k\ >^ona \{ek{hD,Ye+,m,e_^,)\=0{l/\kr). 
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Preuve. Pour (6), on utilise I'inegalite de Cauchy-Schwarz 

|(efc(/iD,)"e+,^,e_,,)| < ||e_,f|| || (/iD,) = 0{l). 

Pour (a) et (c), on remarque d'abord que {ck {hDx)°'e+^rn, est une 
integrale du type 



Oil = — satisfait (f)'{x{z)) = C,~{z) — C,+{z) 7^ si x{z) = x+{z) = 
x^{z), et X est une troncature a support inclus dans un voisinage de x{z). 
Ecrivons := — ^ + kx. II existe C > pour lequel 

yzeW{zo), V|A;|^[-^,^], \^'{z)\>^ma.xi\k\,l/h). 

On s'est servi du fait que inf |(/)'| 7^ dans un voisinage de x{z). Finalement, 
on procede par integration par partie pour trouver 



(efc {hDXe+,m, e-,i) = J e^^(^)a„(x)rfx, (7.11) 
an := (-^ o ly (x) = O {{max{l/\k\,h)r) . 



□ 



Proposition 7.3 Soit Q verifiant l'hypothese \2.4\ II existe C > 0, tels que 
nous avons ((5e+,e_) ~ A/'(0,(j^), ou la variance verifie 

c 

Preuve. Pour la borne inferieure, il suffit de montrer qu'il existe m, et ^ 
pour lesquels nous avons pour a = ai, 

^/,2p-i/2 < ^(^^.- )2 1^^^ (/,Z)J".e+,^,e_,)p (< a'). (7.12) 

fcez 

Considerons alors pour cliaque m, la somme fl7.12p . On decoupe la somma- 
tion sur k en trois, suivant /c ^ l//i, A; ^ l//i, et A; ~ l//i, de fagon precise 
s'ecrit 
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ou C > est la constante du lemme 17.21 Ce dernier montre que le premier 
terme est 0{h°°). Enuite, grace a I'identite de Parseval et rhypothese 12.101 
de minoration sur les variances cr^'^^, le second membre de (17.131) est pour 



tons £, m 



(7.14) 

On fait deux observations : premierement, puisque ||e-|-|| = 1, certaines 
coordonnees de e± sont alors elliptiques, c'est a dire de terme principal 
non nul, et deuxiemement, si e+,m et e+^e sont elliptiques, alors nous avons 
||((/iDj;)"ie+^m)e-/|P X (car ^+ 7^ ou ^_ 7^ 0). Par consequent, si e+^m 
et e+^i sont choisis elliptiques dans fl7.12p . nous avons le resultat demande. II 
suffit d'appliquer la meme procedure pour montrer la borne superieure. □ 

Si X suit la loi gaussienne complexe M{0, a^) alors 

2 

P(|X| > x) = exp(-^). (7.15) 



Resumons, si 2; G W{zo), alors F{det Ei^{z) > x) est 

„2//3 1/(3 

> l + /?(exp[-C^^^^] - 1) -C/3exp[-^^^]. (7.16) 

Soit finalement, on deduit le resultat qui suit : 
Proposition 7.4 Pour tout z dans W{zq), e > 0, si 

h''~^'~U > 5^h~^^^, c'est a dire, si S <^ 
alors, nous avons 

P(| det Et4z)\ > /i(^+^-V4)/35/3) > I _ (jh^\ (7.17) 



8 Preuve du Theoreme 12.6 



Grace a Z*^ = + 0{ ^^^^ •* ), on remarque que 
|e"^ detEl+l <e ^ > 

X 



n iimweiwweiw + im'oi^)). 



l<i</3 
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Puisque \\SQ\\ ^ 1, il en resulte que 



det EiJz)\ < er^^''^°^'\ Wz G W{zo). (8.2) 



Introduisons la fonction holomorphe 

.A 



Fs{z,h) = e- det E'_^{z), zeW{zo). (8.3) 



Corollaire 8.1 Soit zq un point de Q CC A(p), et e > 0, II existe un voisi- 
nage de zq note W{zq) inclus dans Q et C,C > tel que sz 5 > est minore 
par une puissance positive de h, et 5 ^ h''^'^^^, alors 
(a) avec une probabilite > 1 — Ce~c('"'') nous avons 

\n\Fs{z,h)\<\-Rel%z) (8.4) 
h 

pour tous les z dans W{zq). 

(h) pour chaque z de W{zo), e > 1/2 nous avons 

\n\Fs(z,h)\ > hRef(z) - C^^^^^^ - h(3\n((hP+'-^/^5)-^)) 

h y/h 

> ^(Re f(z) - hid + (3) ln((/i^+^-i/^5)"i)) (8.5) 
h 



2e 



avec une probabilite > 1 — CK 

Preuve. Le passage a la ligne (18. 5p resulte de I'hypothese 5 < /i/'+'^+^Z^ < 
< /ii+i/2_ (^a) decoule de (ED et du corollaire [531 pour (6) il faut se 
referer a (17.171) . □ 

Nous pouvons maintenant repeter les arguments de [IHl [TIJ. Rappelons 
une proposition de pTOj, qui reste valable pour des contours par morceaux 
(on a preciser au theoreme 12.61 ce que I'on entendait par par morceaux). 
En effet, La meme preuve permet d'avoir une frontiere avec un nombre 
fini de points anguleux. 

Proposition 8.2 Soit CC C, F nn domaine a bord par morceaux et 
(f) G C°°(fi,M). Soit f une fonction holomorphe dans Q verifiant 

|/(z,/i)| < e^(")/^ zen. (8.6) 
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Supposons qu'il existe e <^ 1, E il, k E J tels que 

dV(i[jD{z,,Vl), #J = 0(i=), (8.7) 

fcGJ 

|/(^fe,/i)|>e^W^'=)-^'), keJ, (8.8) 

alors 



#(r^(0)nr) = ^ JJ^A<l>diRez)d{lmz) + Oi ^ 

Nous pouvons appliquer la proposition avec e = h{C+(3) hi{{h''^'^^^^^5)^^), 
(/) = ReZ" et / = F5. (18. 6p tient avec une probabilite comme dans (a) de 18.11 
(18.81) tient avec une probabilite 

> 1 - Ch^' (#J) 

> 1 - C , (8.9) 

v//iln((/i/'+^-V4 

Par ailleurs, si nous notons pour tout [x,^ G T*S^ et F C C, 

^r(x,0 :=#{^(p(a;,0)nr}, (8.10) 
alors, compte tenu de la proposition 16. H nous avons 

y ^ ARe/°(z)rf(Rez)d(Imz) = mr rfa;rf^ + 0(/i). 

Nous sommes maintenant en possession du resultat suivant (71 + ^ = e, 
71 > 0). 

Theoreme 8.3 Soit zq un point de Vt CC A(]9), et Nq ^ 1. // existe un 
voisinage W{zq) de zq, tel que si V est un ouvert relativement compact dans 
W{zq), a bord par morceaux, et 71 > 0, alors il existe C > tel que si 

< 5 < /i^+^^+i (8.11) 

alors le spectre de P — 6Q^ est discret, et, le nombre N{P — 6Q^, T) de valeurs 
propres de P — SQ^i dans V satisfait 



1 ff , ^xr^'^-ts 

avec une probabilite 



\N{P-5Q,T)-—- mrdxd^\<C^ (8.12) 

Inn 



>1-C- 
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Soit r CC r2. On peut done enoncer, en reeouvrant T par un nombre fini 
de Tj C W{zj), le 

Corollaire 8.4 Soit T GG Q un ouvert de frontiere C"^ par morceaux. Choi- 
sissons 6 et 71 comme dans le theoreme \8.3l alors avec une probabilite 

>1-C 



nous avons liS.l^) . 

Nous allons maintenant donner un resultat similaire concernant I'asymp- 
totique de Weyl pour une famille de domaines. Rappelons d'abord la propo- 
sition suivante qui est le cas uniforme de la proposition 18. 2[ 

Proposition 8.5 Soit un domaine Vt GG C, et Q une famille de domaines 
inclus dans Q. Soit Cq > une constante independante de Q. On suppose 
que 

N 

^Teg, 9r = |j7,(K-,6,]), iV<Co, (8.13) 

oil 7j : [aj,hj\ C est ('jj depend evidemment deT) avec 

Vj, < < bj < Co, (8.14) 
Vj, ^<\iM<Co, |7,WI<Co, (8.15) 
7,(&,) = 7,+i(a,+i), J e Z/NZ. (8.16) 

Soit (j) G C°°(J7,M) et f une fonction holomorphe dans Q avec 

\f{z;h)\<e^,^z gQ. (8.17) 



Si on a un reseau quadratique de points z^ gVL de maille < e ^ 1 



2 

n(l[jD{z,,^), |J|<| 
fceJ 

et 

|/(zfc;/i)|>e^(*(^^-)-'), 

alors 

3D > 0, vr G g, 

mf-\0) n r) - ^ /"/" A0 d{Re z)d{lm z)\ < 



avec 
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A la section 6.3 ( "Preuve du Theoreme 1.9" ) de [TT] , M. Hager demontre la 
proposition 18. 51 pour une famille differente de T. Ici pour la preuve, il suffit de 
suivre la demarche de Hager de la section 6.3 (du debut de la demonstration 
a (6.16)) conjugue avec le lemme suivant : 

Lemme 8.6 Soit une famille de lacets simples (j E J) dans C de classe 
. On parametrise les lacets •jj : [0, 1] 9 t — j{t) G C. De plus, supposons 
qu'il existe Co > tel que 

Vj e J, Vt G [0, 1], < |7,(t)| < Co, |7(t)| < Co. 

S'z G C avec d{zi, 7^) < r, alors il existe C > tel que pour tout 
r <^ I/Cq chaque composante connexe de '-fj fl D{zj, r) est de longueur < Cr 
et cela pour tout j E J. 

Preuve. Posons fj(t) := ||7j(t) — Zjl"^. Un calcul montre (en omettant les 
indices) que 

fit) = m-z,m, 
m = \m' + m-z,m, 

oil (., .) represente le produit scalaire dans M^. 

Pour la suite nous travaillons dans D{z, r), c'est a dire que nos t verifient 
7(t) GD(^,r). ^ 

Grace a I'inegalite de Cauchy-Schwarz et les hypotheses, il existe Ci > 
tel que pour r ^ 1/Cq 

/(() > l7(i)l'- l7(i)-2| \m\ (8.19) 

Dans chaque composante connexe de 7 fl D{z,r), il existe un temps ti 
pour lequel f{t) est minimum, des lors f{ti) = 0. La formule de Taylor avec 
reste integrale donne alors 

f{t) = f{ti)+ [ {x-ti)f{x)dx 



de la 



soit 

\t-ti\ < r^flxTx. 
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Ainsi la longueur de chaque composante connexe de 7nD(z, r) est majoree 

par 

[ m)\dt<rJsC,Cl 

J\t\<rV2Cl 

(Toutes les estimations sont bien sur uniformes par rapport a j) □ 
La proposition 18.51 nous conduit done au resultat qui suit : 

Theoreme 8.7 Soit Q une famille de domaines T CC fi, verifiant les hy- 
potheses du theoreme \8.5[ Nous supposons que Vhupothese \2.6\ est satisfaite. 
Choisissons e— | = 72 > fe a ete introduit au corollaire \8 . 1\) . et5<^ k^'^'^^^i 
et minore par une puissance de h, alors avec une probabilite 

>1-C 



nous avons Ii8.12\) avec une constante C independante de T. 



9 Reduction semiclassique 

On s'interesse ici a la distribution des grandes valeurs propres de P — Qw 
On rappelle que P et s'ecrivent respectivement 

p = Y,m^)d:. E ^-(^)^- 

Oil les entrees de Qa sont des series de Fourier aleatoires. Qa satisfait I'hy- 
pothese l^^ et P est elliptique au sens classique. Nous allons pour commencer 
restreindre le parametre spectral z au domaine VLr, 011 VLr = RQi, R ^ 1, 
avec Qi Q C A{pm). Puisque A{pm),^ sont des cones, nous avons pour 
tout R> 1, Qr Q C A{pm). 

Pour z G Qr, nous ramenons I'etude de P — 2; a un probleme semiclassique 
en divisant par R. Nous sommes done invites a etudier, en posant h'^R = 1, 
I'operateur 

P''-w-Q^ = h"'{P-z-Q^), w:=^en,. (9.1) 
Le symbole principal semiclassique de P° est alors pm- Nous avons 

Q^= Yl h''""Qa{x)ihD,r, Q^:=h^-"^Ql (9.2) 

Oio<.a<.ai 
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On reprend les notations 6 et A{pm) introduit dans le cadre semiclassique. 
P° satisfait I'hypothese d'ellipticite 12.1^ et par hypothese les points p± G 
p^{w), w E Qi verifient la condition 12 .Si De plus, la perturbation entre 
bien dans le cadre de 12. 4[ Dans ces conditions, on pent appliquer le corollaire 
El et le theoreme EH a P° - 5Qo, avec 6 = h'^-'^K La condition (ICTl) 
equivaut ici a 

1 , , 

m-ai>p + 7i + - (9.3) 

et dans le cas d'une famille de domaines m — ai>p + 72 + |. 
Notons pour tout (x,0 e T*S^ et T C C, 

^r:=#{^(p™(x,0)nr}. (9.4) 

Nous avons les egalites suivantes : 

iV(P° - 5Qt r) = N{P - Q^, RT) (9.5) 

Ce qui implique qu'avec une probabilite> l-Ci?-27i/m(^/i^)-i 

nous avons 

\N{P - Q^, ^r) - ^ jj niRr dxd^\ < CR^/^^'^^Vh^ (9.7) 

Si Q une famille de domaines F CC Qi, verifiant les hypotheses du 
theoreme 18. 5^ alors avec une probabilite > 1 - CR-^^^/'^iVlnRy^ nous 
avons (19. 7p avec une constante C > independante de T. 



rrijir dxd^, 



(9.6) 



10 Preuve du Theoreme 2.8 



Nous nous interessons maintenant a la distribution des valeurs propres 
dans les dilates d'un profil conique de la forme T{0,g) CC Q, TQ-^^g^{g,h) 
a ete introduit en fl2.24p . On pent supposer sans perte de generalite que 

On decoupe suivant un decoupage dyadique r(0, Xg) pour de grandes 
valeurs de A. Introduisons fco I'entier pour lequel 2'^'' < A < 2^""*"^. On trouve 

Ao-i \ 

r(o,A^?)=r(o,i)u U ^(2^2'=+l) ur(2^«,A(7) (lo.i) 

\fc=0 / 
/feo-1 \ 

=r(o, 1) u IJ 2'=r(i, 2) u 2'="r(i, a^/2'^o). 

\fc=0 / 



33 



Lemme 10.1 Supposons m — ai— p — 3/4>0. // existe alors C > tel que 
quelque soit e > 0, il existe k{e) G N tel que avec une probabilite > I — e, on 
ait 

VA > 2''^'\ 

\N{P - Q^, r(2'=(^'), \g)) [[ mr(2.(.-),A9) dxd^\ < CA^/^^") v^. 



:io.2i 



Preuve. Nous tirons de la section precedente : avec une probabilite > 1 — 
Ck^22^ ~ nous avons 

\N{P - Q^, ^(2^ 2'=+^)) -^jj ^^(2^2^■+l) dxd^l < C2^/(^")v^ (10.3) 

Similairement, avec une probabilite > 1 — Ck^ '^2^ nous avons pour tout 
2''o < A < 2^="+^ 

(la famille de domaines V{l,\g/2^'^) indexee sur A entre bien dans le cadre 
du theoreme I8.7[ ). 

Soit Ak I'evenement (110.31) et Bk^ I'evenement (110.41) . Pour tout 71,72 
dans (0, m — ai — p — 3/4), Nous avons 



5^P(CAfc) +P(C5fe) = C^A;-^(2-2^ +2-2^) < +00. (10.5) 



1 fc71 o fc72 ■ 

k=l k=l 

Puisque la somme est finie, il existe A;(e) > tel que 



P( U CAfc U [>Bk) < J2 P(C^20 + < e, 

k=k(e) k=k{e) 

impliquant 

00 

P( fl {Ak n Bk)) >l-~e. 

k=k{e) 

Utilisant le fait que 

2^Vln2*^ = C(l)A^ykA, 

k=k{e) 

on conclut qu'avec une probabilite > 1 — e nous avons (110. 2p . □ 
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Theoreme 10.2 Supposons mi > 0. // existe Ci > tel que Ve > 0, il existe 
C M tel que P(M,) > 1 - e et Va; G M„ il existe C{e,uj) < oo tel que I' 
on ait 

VA > 0, 



\N{P-Q^,XT{0,g)- 




Finalement, en prenant M = [J^ M^, nous avons P(M) = 1 et le 

Corollaire 10.3 Supposons nii > 0. // existe Ci > et M (Z Ai avec 
P(M) = 1 tels que \/u} e M on ait 

VA > 0, 



\N{PQ^,\V{Q,g))- 




Remarque 10.4 La somme fllO.Sp est finie, c'est la condition necessaire 
pour appliquer le lemme de Borel-Cantelli, rappelle ici 

^P(CA„) < oo ^ liminf A„ = 1, 

n 

oil 

uj G liminf A„ <^=^ 3n{uj) G N, VA; > n^uj), uj G A^. 

Le lemme 110.11 et le theoreme I1U.2I n'est autre qu'une redemonstration du 
lemme de Borel-Cantelli applique aux evenements Ak et Bk- 
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